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La integral de Stieltjes

Previamente al trabajo de Lebesgue, Thomas Joannes Stieltjes habia extendido el concepto
de integral en una direccién distinta a la de Lebesgue. En el ano 1894 publicé un articulo
titulado Recherches sur les fractions continues, donde planteé el problema de determinar el
limite, si existe, de una fraccién continua de la forma:
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donde (ay,), oy €s una sucesién de nimeros reales positivos y z un niimero real o un niimero
complejo.

En el desarrollo que realizé Stieltjes en su articulo, obtuvo una expresién que lo llevé a
introducir el concepto de momento de una funcién monétona creciente y al problema de la
determinacién de esa funcién a partir de sus momentos. Para ello, decia que una distribucion
de masa sobre la parte positiva de una recta de origen O representa una funcién creciente
de la distancia z al origen. Agregaba que, inversamente, una funcién creciente, definida so-
bre la parte positiva de la recta, se puede imaginar como representando una distribucion
de masa. Dada una funcién creciente ®, definida en un intervalo [a,b] sobre la parte po-
sitiva de una recta, consideraba una particién {zg,x1,...,z,} del intervalo [a,b], tomaba
un punto &; en cada subintervalo [z;_q,z;], consideraba la suma Yy ., & (P (z;) — P (x;_1))
y definfa el momento de ® como el limite de esa suma cuando las longitudes de los subin-
tervalos de la particién tienden a cero (para k € N, el momento de orden k de ¢ serfa
el lfmite de las sumas >, &F (® (;) — @ (2,_1))). Generalizando esta idea, consideré una
funcién continua f, definida sobre el intervalo [a,b], y definié la integral de f con res-
pecto a @ en el intervalo [a, b, denotada por f; f(u) d® (u), como el limite de las sumas
Yoy f(&) (@ (x;) — @ (z-1)). De esta forma surgié lo que ahora se conoce como la integral
de Riemann-Stieltjes.

La definicién y las propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes son similares a las de la
integral de Riemann. Esta iltima resulta més simple ya que la funcién con respecto a la cual
se integra es creciente y continua.



La integral de Riemann-Stieltjes

DEFINICIONES

Definicién 1. Sean f : [a,b] — R y g : [a,b] — R dos funciones acotadas y P =
{zo,x1,...,2,} una particion del intervalo [a,b]. Una suma de Riemann-Stieltjes S(P, f, g)
de f con respecto a g, correspondiente a la particion P, es una suma de la forma S(P, f, g) =

Yores F(&) l9(zk) — g(xi—1)], donde &, € [Tp_1,xx] para k € {1,2,...,n}.

Definicién 2. Se dice que f es integrable con respecto a g en el intervalo [a,b] si existe un
numero real I tal que para cualquier e > 0 existe una particion P. del intervalo [a,b] tal que
|S(P, f,g) — I| < € para cualquier particion P que sea un refinamiento de P. y cualquier
suma de Riemann-Stieltjes S(P, f,g) de f con respecto a g, correspondiente a la particion
P. Al numero real I de esta definicion se le llama la integral de f con respecto a g y se le

denota por ff fdg.

Criterio de Cauchy

Definicién 3. Se dice que la pareja de funciones acotadas f : [a,b] — R y g : [a,b] — R
satisface el criterio de Cauchy si para cada € > 0 existe una particion P. del intervalo
la,b] tal que si P y P' son dos refinamientos de P. y S(P, f,q), S(P', f,g) son sumas de
Riemann-Stieltjes de f con respecto a g, entonces:

IS(P, f,9) = S(P', f.g)l <e

Definicién 4. Diremos que una funcion g : [a,b] — R es de variacion acotada en un punto
zo € (a,b) si existe 6 > 0 tal que [vg— 0,20+ 9] C [a,b] y g es de variacion acotada en
[xg — 0,20 + d]. Diremos que g es de variacion acotada en a (resp. b) si existe § > 0 tal
que [a,a + 0] C [a,b] (resp. [b—0,b] C [a,b]) y g es de variacién acotada en [a,a + 0] (resp.
[b—0,0]).

Diremos que g es localmente de variacion acotada en [a,b] si es de variacion acotada en cada
punto xo € [a,b].

RESULTADOS

1. Una funcién f es integrable con respecto a g en el intervalo [a, b] si y sélo si la pareja f, g
satisface el criterio de Cauchy.

2. Si g es de variacién acotada, entonces toda funcién continua es integrable con respecto a
g.
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3.5i f1:[a,b] = Ry fo:[a,b] — R son integrables con respectoa g : [a,b] — Ry aj,ay € R,
entonces o f1 + aa fo es integrable con respecto a g y:

ff (1 fi +azfa)dg = fab fidg + s fab fadyg

4.Si f : [a,b] — R es integrable con respecto a ¢g; : [a,b] — Ry con respecto a gs : [a,b] — R
y a1, a9 € R, entonces f es integrable con respecto a a9 + aags v:

fab fd(aig1 + azg2) = g fab fdgr + fab Jdga

5. Si f : [a,b] — R es integrable con respecto a una funcién no decreciente g : [a,b] — R,
entonces | f| es integrable con respecto a g y:

‘fffdg‘ < [7|fdg

6. Sean f : [a,b] — R una funcién continua y g : [a,b] — R una funcién de variacién acotada,
entonces la funcién F' : [a,b] — R definida por:

F(t)= [ fdg

es de variacién acotada.

7. Sea g : [a,b] — R una funcién acotada que no es de variacién acotada en [a, b]. Entonces
existe una funcién continua f : [a,b] — R la cual no es Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a g.

8. Sean f : [a,b] — Ry g : [a,b] — R dos funciones acotadas y supongamos que f es
integrable con respecto a g, entonces g es integrable con respecto a f y, ademds, se tiene:

12 gdf = g(b)f(b) — g(a)f(a) — [ fdg

9. Sea g : [a,b] — R una funcién continua de variacién acotada y F': R — R una funcién de
clase C' , entonces F o g es de variacién acotada y:

F(g(t)) = F(g(a)) + [, F'(g(s))dg (s)

para cualquier t € [a, b].
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DEMOSTRACIONES

Teorema 1. Una funcion f es integrable con respecto a g en el intervalo [a,b] si y sélo si
la pareja f, g satisface el criterio de Cauchy.

Demostraciéon

Si f es integrable con respecto a g, claramente se satisface el criterio de Cauchy. Para el
inverso, definamos inductivamente una sucesién de particiones {Q,} tal que Qo = {a, b} vy,
paran > 1, Q, D Qu_1y si P,Q D Q, entonces |S(P, f,g) — S(Q, f,9)| < < para cualquier
par de sumas de Riemann-Stieltjes S(P, f,q) y S(Q, f, 9).

Para cada n consideremos entonces cualquier suma de Riemann-Stieltjes S(Q,, f,g). La
sucesion {S(Qn, f,g) : n € N} claramente es de Cauchy y por lo tanto converge.

Sea [ = lim,..o S(Qn, f,g) vy, dada € > 0, sea N tal que % <5y |S(@n f,9) — I| < § para
todan > N.

Si P D Qu, se tiene [S(P, f,g) — S(Qn., f,9)| < %, por lo tanto:

‘S(P7f>g)_j‘ S ’S(meag)_S(QN7f>g)|+’S(QNafag)_[’ <%+%<€

Se concluye entonces que f es integrable con respecto a g.

Teorema 2. Si g es de variacion acotada, entonces toda funcion continua es integrable con
respecto a g.

Demostracién

Sea ¢ : [a,b] — R de variacién acotada y f : [a,b] — R continua.

Si g es constante en el intervalo [a, ], el resultado es trivial.

Supongamos que g no es constante en el intervalo [a, b] y definamos v = Vj[a, b].

Como f es uniformemente continua en [a, b], dada € > 0 existe § > 0 tal que si z,y € [a, b
y |z —y| <6, entonces |f(z) — f(y)| < 5.

Sea P. una particién de [a,b] de norma menor que d, P un refinamiento de P. y S(P, f,g),
S(P:, f,g) sumas de Riemann-Stieltjes de f con respecto a g.

Sl Pa = {$07$la'-->$n}7 P = {ymyla"'aym} y S(P7fag) = Z;nzl f(gj) [g(y]) _g(yj—l)]7
entonces, por ser P un refinamiento de P., S(P., f, g) puede escribirse en la forma:

S(P., f,9) =227 £(B;) lg (y;) — g (yj-1)]
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donde 3; no necesariamente pertenece al intervalo [y;_1,;], pero de tal manera que, para
cada j € {1,2,...,m}, {; y 3, pertenecen a un mismo intervalo de la forma [z_1,2.]. Se
tiene entonces:

IS(P.f.9) = S(P., £.9)] = |1y [£(6) = £8))] 9 () — 9 (5]

<5 | 2jm [9(y) — g(yj_l)]‘ < £V,[a,b] = ¢

Si P’ es otro refinamiento de P. y S(P’, f,g) es una suma de Riemann-Stieltjes de f con
respecto a g, se tiene:

‘S(Pafag)_S(Pl7fag)‘ S ‘S<P7fag)_S<P€7fag)‘+‘S<P/7fag)_S<Psafag)‘ <€

Asi que la pareja f, g satisface el criterio de Cauchy y, por lo tanto, f es integrable con
respecto a g.

Teorema 3. a) Si f : [a,b] — Ry fo : [a,b] — R son integrables con respecto a g : [a,b] — R
y ay,as € R, entonces ay fi + ao fa es integrable con respecto a g y:

[Py + asfa)dg = oy [ frdg + as [* fodg

b) Si f:[a,b] — R es integrable con respecto a gy : [a,b] — R y con respecto a gs : [a,b] — R
Yy ag,ap € R, entonces [ es integrable con respecto a a1 g1 + qags y:

[P fd(argr + asgs) = au [7 fdgi + as [ fdgs

c) Sean f : [a,b] = Ryg:|a,b] — R funciones acotadas yc € [a,b], entonces f es integrable
con respecto a g en el intervalo |a,b] si y sdlo si es integrable con respecto a g en cada uno
de los intervalos [a, c| y [c,b]. En ese caso se tiene:

[P fdg = [€ fdg + [ fdg

d) Si f:a,b] — R es una funcion no negativa e integrable con respecto a una funcién no
decreciente g : [a,b] — R, entonces fab fdg > 0.

e) Si f1:|a,b] = Ry fo:[a,b] — R son dos funciones integrables con respecto a una funcion
no decreciente g : [a,b] — R y f1 < fa, entonces fab fidg < ff fadg.

f) Si f:la,b] — R es integrable con respecto a una funcion no decreciente g : [a,b] — R,
entonces |f| es integrable con respecto a g y:

J? pdg| < J2 1f1 dg
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El siguiente resultado es importante ya que muestra que la propiedad de que la funcién
integradora sea de variaciéon acotada se conserva para la integral que se obtiene. Esto hace
que la integral de cualquier funcién continua con respecto a la funcién que se obtiene al
integrar esté bien definida.

Teorema 4. Sean [ : [a,b] — R una funcion continua y g : [a,b] — R una funcion de
variacion acotada, entonces la funcion F : [a,b] — R definida por:

F(t)= [} fdg

es de variacién acotada.

Demostraciéon

Sean f : [a,b] — Ry fs: [a,b] — R dos funciones no decrecientes tales que g = f; — fo, M =

sup{|f (z)| : z € [a,b]} y P = {x¢, x1,...,2,} una particién del intervalo [a, b]. Entonces:
S [P () = Fla)| = Y, | [, fdg| < S0 [0 \fldfy+ S0 J20 11 dfs

= [\ f1dfy+ [7 f1df < ML O) = fr(@)] + M [f2(b) — fa (a)]
Asi que:

Vila,b] = sup {V,(P) : P es una particién de [a, b|}

< M [fi(b) = fi(a)] + M [f2(b) = f2(a)] < oo

Lo siguiente tiene como objetivo demostrar que si g : [a,b] — R no es de variacién acotada,
entonces existe una funcién continua f : [a,b] — R tal que f no es integrable con respecto a
g, lo cual tiene como corolario que si toda funcién continua f : [a,b] — R es integrable con
respecto a una funcién g : [a,b] — R, entonces g es de variacién acotada.

Teorema 5. Una funcion g : [a,b] — R es de variacion acotada en [a,b] si y sdlo si es
localmente de variacion acotada en [a,b].

Proposicién 1. Sea g : [a,b] — R una funcion acotada que no es de variacion acotada
en [a,b]. Entonces existe w € [a,b] para el cual se cumple alguna de las dos condiciones
siguientes:

a) Eziste una sucesion decreciente (Yn),cq0,. y de nimeros reales en [a,b] tal que:

i)yozb



1) My 00 Y = W

iii) 307119 (Yn—1) = g ()| = 00

b) Existe una sucesion creciente (Ty),cqo,.y de nidmeros reales en [a,b] tal que:
i) T =a

i1) Wiy, 00 T, = W

i) Y ooy |9 (2n) = g (2n-1)] = 00

Lema 1. Sea (ay), oy una sucesion de nimeros reales no negativos tales que Y~ ap, =
co. Entonces existe una sucesion no creciente (cy), oy de nimeros reales positivos tales que
’ oo

lim, oo, =0y > 7 Cray, = 0.

Teorema 6. Sea g : [a,b] — R una funcion acotada que no es de variacion acotada en
la,b]. Entonces existe una funcién continua f : [a,b] — R la cual no es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a g.

Demostraciéon

Sabemos que existe w € [a,b] para el cual se cumple alguna de las dos condiciones de la
proposicién anterior; supongamos que se cumple la segunda (asi que w € (a,b]) y consi-
deremos una sucesién creciente (2,),cq;  de nimeros reales en [a,b] tal que 2o = a,

Consideremos también una sucesiéon no creciente (c,),, oy de nimeros reales positivos tales
que lim,..oo ¢, =0 y:

> one1nlg (Tn) — g (2na)| = 00
Definamos f : [a,b] — R de la siguiente manera:
Para = € [a, 23], f(2) = apx + by, de tal manera que:
fla)=0

sotay _ ) €& sig(z) —g(x0) >0
f(%)_{ —c1 sig(z1)—g(zo) <0

Para cada k € Ny x € [H=ttk ZTBenl] | f (1) = qux + by, de tal manera que:

weatery _ ) o sig(a) = g(zp-1) =0
A >_{ —c, sig(wgp) — g (zp-1) <0



f(mk+xk+1) — Ck+1 S% g (xk-‘rl) —4g (xk) Z 0
2 —Cpr1 81 g (The1) — g (7) <O

Para = € [w,b], f (z) = 0.

Dada una particién P = {uo, v, .. .,vn} de [a,8] y M > 0, definamos:
r=maz{je{0,1,2,...,N} :v; < w)

s—min{je{1,2,.. ;> v}

S =371 f(wi-1)[g () —gvi—)] + f () [g (x5) — g (v,)]

k€ N tal que S5 e, g () — g (20-1)] > M — S

P = (Vs Un s T 0, Vrs 1, N

S(P', f,9) =5y f(vj1)[g(v5) — g (wi—)] + [ (vr) [g (zs) — g (v,)]
+ 3 P (9 (1) — g (@-0)] + f (w) [g (w) = g (wky, )]

+f (W) [g (vr41) — g ()] + 3550 £ (05) [9(011) = 9 (v)]

donde una sumatoria 232:“ se toma igual a cero cuando iy < %5.

Entonces:
a) P’ es un refinamiento de P.

b) S(P’, f,g) es una suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a g, correspondiente a la
particion P’

c) S(P', f,9) =S+ 1 ¢ilg (2;) — g ()] > M.

Por lo tanto, no existe I € R tal que para cualquier € > 0 existe una particion P del intervalo
la,b] tal que |S(P', f,g) — I| < € para cualquier particion P’ que sea un refinamiento de P
y cualquier suma de Riemann-Stieltjes S(P’, f,g) de f con respecto a g, correspondiente a
la particion P’. Asi que f no es integrable con respecto a g.

Corolario 1. Si toda funcion continua f : [a,b] — R es integrable con respecto a la funcion
acotada g : [a,b] — R, entonces g es de variacion acotada.



Férmula de integracién por partes

La férmula de integracién por partes es importante no tinicamente como férmula técnica que
permite expresar la integral de una funcién f con respecto a g en términos de la integral de g
con respecto a f. Una parte muy importante del resultado es que si una funcién f es integrable
con respecto a una funcién g, entonces g es integrable con respecto a f. Esto permite afirmar,
por ejemplo, que toda funcién de variacién acotada es integrable con respecto a cualquier
funcién continua.

Teorema 7. Sean f : [a,b] = R y g : [a,b] — R dos funciones acotadas y supongamos que f
es integrable con respecto a g, entonces g es integrable con respecto a f y, ademds, se tiene:

12 gdf = g(0) () — g(a)f(a) — [ fdg

Corolario 2. Si f : [a,b] — R es continua, entonces toda funcion de variacion acotada es
integrable con respecto a f.

El siguiente resultado es el equivalente al Teorema Fundamental del Cédlculo que se demues-
tra para la integral de Riemann. Ademds, muestra que el espacio vectorial formado por las
funciones de variacién acotada en un intervalo cerrado y acotado es cerrado bajo la com-
posicién de cualquier elemento de ese espacio con una funcién de clase C*. Con base en el
siguiente teorema podemos afirmar que, si g es continua, hay muchas funciones de g que
siguen siendo de variacién acotada: la composicién de cualquier funcién de clase C! con g.

Teorema 8. Sea g : [a,b] — R una funcion continua de variacion acotada y F': R — R una
funcién de clase C* , entonces F o g es de variacién acotada y:

F(g(t) = F(g () + [, F'(g(s))dg (5)

para cualquier t € [a, b].

Demostracion
Se tiene:
[1g°(s)dg (s) =g (t) — g(a)
Supongamos que:
[ (s)dg (s) = 216" () — Lo g* (a)
para cualquier ¢ € [a, b], donde k € {0,1,2,...}.

Entonces:
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gLt = g" 1 (a) + (k+1) [} g" (s)dg (s)

para cualquier t € [a, b].

En particular, g**! es continua y de variacién acotada. Asf que, por la férmula de integracién
por partes, se tiene, para cualquier ¢ € [a, b]:

g2(E) = g" () g (t) = ¢ (a) g (a) + [} 9" (s)dg (s) + [ g (s) dg"* (s)
= g2 (a) + [ g" 1 (s)dg (s) + (k+1) [ g(s) g" (s) dg (s)
= g"2(a) + (k+2) [ g"*1 (s) dg (s)

Asi que, por el principio de induccién matemética:

3 n n mn
[, 9" (s)dg (s) = =59 (t) — =59""" (a)
para cualquier n € {0,1,2,...} y cualquier t € [a, b].

Por lo tanto:

g () =g"(a)+n [y 9" (s)dg (s)
para cualquier n € N y cualquier t € [a, b].

Sea p : R — R un polinomio dado por p (z) = Y_;_,axz”*, donde n € N. Entonces, por la
linealidad de la integral:

Pl () = Ligarg* (1) = a0+ iy |arg" (@) + k fy 9"~ () dg (s)
=p(g (@) + [, 9'(9(5))dg (s)
Sea M = sup{|g (z)|: = € [a,b]}.

Tomemos dos nimeros reales ¢ y d de tal forma que ¢ < —M y d > M, y definamos las
funciones F, : R — R, F;: R —- R y G : R — R de la siguiente manera:

[ F(—M e+ M)F' (= M)+2F(—M 2
Fu(w) = | £S5 + RMECMREEM (4 4 (1) (2 - o)

Filw) = e + G (= )] (o — a?
( F.(x) siz€[c,—M)

F(z) sixze|[-M,M]

Fy(z) sixze (M,d]

0 en otro caso

\
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G es de clase C' y nula fuera del intervalo (c,d), asi que existe una sucesion (p,), oy de
polinomios p, : R — R tales que (py),cy ¥ (P1,),en convergen uniformente a G'y G’, respec-
tivamente, en el intervalo (c, d).

Ademés, G (z) = F (z) y G' (x) = F' (z) para cualquier « € [—M, M].

Para cada n € N, se tiene:

Palg (£)) = palg (@) + [ P, (g (s))dg (s)

Asi que, tomando limites cuando n ~» 0o, se obtiene:

F(g(t)) = F(g(a)) + [, F'(g(s))dg (s)

para cualquier t € [a, b].

La integral de Lebesgue-Stieltjes

La integral de Lebesgue-Stieltjes es la que se se obtiene al considerar la integral con respecto
a una medida generada por una funcién no decreciente definida sobre los borelianos de R;
asi que tiene las propiedades de la integral de Lebesgue expuestas anteriormente.

Si ' : R — R es una funcién no decreciente continua por la derecha, denotaremos por
ip a la medida generada por F, la cual estd definida sobre la o—algebra denerada por los
borelianos de R y los conjuntos de medida exterior cero provenientes del teorema de extension
de Carathéodory. Denotaremos a esta o—4élgebra por B (R).

DEFINICIONES

Definicién 5. Si f : (R,Br (R),ur) — R es una funcion medible e integrable, diremos
que [ es Lebesgue-Stieltjes integrable con respecto a F y a la integral fR fdug la llamaremos
la integral de Lebesgue-Stieltjes de f con respecto a F. Si B € B (R), denotaremos por

fB fdug a la integral fR Ipfdug.

Definicién 6. Sea g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto. Si f : R — R es una funcion acotada sobre los conjuntos
acotados y B € B (R) es un conjunto acotado, definimos la integral de f con respecto a g,
sobre el conjunto B, de la siguiente manera:

fodg:fod:uFl _fod:U’Fz
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donde F} : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R es cualquier par de funciones no decrecientes
continuas por la derecha tales que g = F; — F5.

Si a y b son dos nimeros reales tales que a < b, también denotaremos por f: fdg ala integral
f(a b fdg. De igual forma, si F' : [0,00) — R es una funcién no decreciente continua por la

derecha, también denotaremos por ff fdpg, o por fab fdF, a la integral f(a y fdpp y por
[ [AF alaintegral [, fdup.

RESULTADOS

1. Si F es no decreciente y f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F' en el intervalo
[a, b], entonces f es medible e integrable y:

Jiuwy Fitie = (RS) [ fdF

2. Sea F': [0,00) — R una funcién no decreciente continua por la derecha y f: R — R una
funcién integrable con respecto a up sobre cualquier conjunto boreliano acotado, entonces
la funcién H : [0,00) — R definida por:

H <t> = f[O,t] fd/J'F

es continua por la derecha.

Ademads, si F' es continua, entonces H es continua.

3. Sea g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacién acotada sobre
cualquier intervalo compacto, f : R — R y h : R — R dos funciones acotadas sobre los
conjuntos acotados, a,b € Ry B € B (R) un conjunto acotado, entonces:

[, (af +bh)dg = a [, fdg+b [, hdg

4. Sea g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacién acotada sobre
cualquier intervalo compacto, y h : R — R una funcién acotada sobre los conjuntos acotados.
Si (fn)pen €8 una sucesién de funciones medibles tales que |f,| < || y f es una funcién
medible tal que f = lim,,.., f, excepto a lo méds en un conjunto de medida cero, entonces f
v fn, para cualquier n € N, son funciones acotadas sobre los conjuntos acotados, y se tiene:

fB fdg = lim,,. fB fndg

para cualquier conjunto acotado B € B (R).
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5. Sea g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variaciéon acotada sobre
cualquier intervalo compacto, y f : R — R una funcién medible y acotada sobre los conjuntos
acotados, entonces la funcién G : [0,00) — R definida por:

G (t) = f[o’ﬂ fdg

es continua por la derecha y de variaciéon acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Ademads, si g es continua, entonces G es continua.

6. Sean F' : [0,00) — Ry G : [0,00) — R dos funciones no decrecientes continuas por la
derecha, entonces:

F(t)G () = F(0)G(0) + [y FAG + [y GAF = 3,4 [F (s) = F (s=)][G (s) = G (s—)]
para cualquier ¢t € [0, 00).

7. Sean g : [0,00) = Ry h:[0,00) — R dos funciones continua por la derecha, de variacién
acotada sobre cualquier intervalo compacto, entonces:

g(O)h(t) =g (0)h(0)+ Jy gdh+ [5hdg = X 019 (s) = g (s=)] [l (s) = (s—)]

para cualquier ¢ € [0, 00).

8. Sea g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacién acotada sobre
cualquier intervalo compacto, y F' : R — R una funcién de clase C! , entonces F o g es de
variacion acotada sobre cualquier intervalo compacto y:

Fg (1)) = Fg(0)) + Jy F'(9(5))dg* (s) + Xyeiog [F(g () = Flg (s-))]

para cualquier ¢ € [0, 00).

DEMOSTRACIONES
Obviamente, la integral de Lebesgue-Stieltjes tiene las propiedades de cualquier integral con
respecto a una medida, las cuales fueron expuestas y demostradas con aterioridad.

Si F': [a,b] — R es una funcién no decreciente, la vamos a considerar extendida a todo R,
definiendo F' (z) = F' (a) para cualquier z < a 'y F' (z) = F (b) para cualquier = > b.
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Si f :[a,b] — R es una funcién acotada y F' : [a,b] — R una funcién no decreciente, la
funcién f podria integrarse con respecto a F' en dos sentidos. Por un lado, f podria ser
integrable con respecto a I’ como integral de Riemann-Stieltjes. Por otro lado, f podria ser
integrable con respecto a F' como integral de Lebesgue, para lo cual bastarfa que f fuera
B (R)-medible ya que es acotada.

Para evitar cualquier confusion, en lo sucesivo, cuando nos refiramos a la integral de Riemann-
Stieltjes de una funcién f : [a,b] — R con respecto a una funcién g : [a,b] — R, utilizaremos

la notacién (RS) f; fdg.

Vamos a mostrar que la integral de Lebesgue-Stieltjes es una extension de la integral de
Riemann-Stieltjes. Para ello, probaremos que si f es Riemann-Stieltjes integrable con res-
pecto a F', entonces también es Lebesgue-Stieltjes integrable con respecto a F' y que se tiene
la igualdad f[a,b] fdup = (RS) f; fdF. Ademds, mostraremos que la integral de Lebesgue-
Stieltjes extiende la familia de funciones integrables, para lo cual daremos ejemplos de fun-
ciones que son Lebesgue-Stieltjes integrables pero no Riemann-Stieltjes integrables. Como
caso particular, tomando F'(x) = z para cualquier = € [a, b, tendremos que la integral de
Lebesgue es una extensién de la integral de Riemann.

Teorema 9. Si F' es no decreciente y continua y f es Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a I en el intervalo |a,b], entonces f es medible e integrable y:

Jiusy e = (RS) [ fdF

Demostracién
Como f y F' no tienen discontinuidades en comiin, f es integrable con respecto a F'.

Sea P;, Py, ... una sucesién de particiones del intervalo [a, b] tales que, para cualquier n € N,
P, 11 es un refinamiento de P, y la norma de P, tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Sea P, = {xén), xY‘), e xﬁ,if,l} y definamos:

Mi(n) = sup {f(x) tx € < En)l, (")} }, parai € {1,2,...,m,}
mgn) = inf{f(x) cx € ( Z(n)l, (n)} }, parai € {1,2,...,m,}
al™ = f(a) Iay + >0 M )]< )]

ﬁ(n) f( )[{a} —1—22 1m I( En)l’ (n)]

Como f es integrable con respecto a F', se tiene:



i S5 0[P (6) P (51)] =t 5 [ () P o2
= (RS) [} fdF

Obviamente, o™ y 5™ son funciones medibles para cualquier n € N y estdn acotadas por
la misma constante ya que f es acotada. Ademds, la sucesion de funciones (a(”)) nen €S

decreciente y la sucesion (6 (")> es creciente; asi que o = lim,_,o a™ y 8 = lim,,_.o B(”)

son también medibles y acotadas. Ademds:

Sy 0 dpp = 1 (@) iy ({a}) + 52 M [F () = F ()]
= () - ()]

Sy Bz = £ (@) pe({a}) + Zimf™ [F (27) = F (o)

= s [ ()~ (512)]

B < f < o™ para cualquier n € N, de lo cual se sigue que § < f < a.

Por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:

Sy iy = 1m0 [, 0V dpg
= Uiy S50 MO |F (o) = F (o)) ] = (RS) [ faF
Jioy Bipty =M fi, 8™ dpiy
= im0 MO [F (27) = F (o) ] = (RS) [ faF
Asi que, [, ; (@ B) dyp = 0. Por lo tanto:
pp{r € la, 0] a(z) — f(x) >0} =0

Por lo tanto, 8 = f = « excepto a lo mds en un los puntos de un conjunto de medida pp
cero. Asi que f es medible y, como estd acotada y ur ([a,b]) < 0o, es integrable y se tiene:

S e = fy e = oy i

Se concluye entonces que:

Jiuwy Fitie = (RS) [ fdF
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Corolario 3. Si F' es no decreciente y f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F
en el intervalo [a,b], entonces [ es medible e integrable y:

Jiupy Fdnp = (RS) [} fdF

Demostraciéon

Como f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F', no tienen discontinuidades en
comtin del mismo lado.

Expresemos F como la suma F¢+ F' 4+ F¢, donde F¢ es una funcién no decreciente, continua
por la derecha, que crece tinicamente mediante saltos y tal que F?(x) — F¢ (z—) = F (z) —
F (z—) para cualquier x € R, F" es una funcién no decreciente, continua por la izquierda,
que crece tinicamente mediante saltos y tal que F*(z+) — F'(x) = F (z+) — F (z) para
cualquier z € R, y F° es una funcién no decreciente y continua.

Obsérvese que pp = fipa + fpi + fipe y que, si D = {x1,29,...} es el conjunto donde
F' es discontinua, entonces pjp (A) > 0 para cualquier subconjunto A C Dy ppa (D°) =
ppi (D) = 0, asi que la familia de conjuntos B € B (R) tales que B C D°y up(B) =0,
coincide con la familia de conjuntos B € B (R) tales que B C D°y ppe (B) = 0. Por lo
tanto, la o-dlgebra completada B (R) coincide con la o-dlgebra completada B g (R).

Como F“ es una funcién no decreciente, continua por la derecha y crece tinicamente mediante
saltos y f es una funcién acotada y continua por la izquierda en los puntos donde F? es
discontinua, entonces f es integrable con respecto a F'¢ y se tiene:

(RS) [} fdF =Y ,cpy f(2) [FU(x) — FU(z—)]

De la misma manera, como F? es una funcién no decreciente, continua por la izquierda y
crece tnicamente mediante saltos y f es una funcién acotada y continua por la derecha en
los puntos donde F'? es discontinua, entonces f es integrable con respecto a F'? y se tiene:

(RS) [, JAF" = 3 e py f (@) [Fi(a+) = Fi(a)]

Ademds, como f es integrable con respecto a F'? con respecto a F' y con respecto a F,
también es integrable con respecto a F'°. Asi que, por la proposicién anterior, f es B (R)-
medible y pp.-integrable, y se tiene:

b C
Juosy flitre = (RS) [! fdF
Ademds, como f estd acotada, es i pqa-integrablej :-integrable y y se tiene:

f[a,b} fdppa = Z{xeD} f@)ppa({z}) = Z{meD} f(x) [Fd<55) - Fd(l'—ﬂ



f[a,b] fdpp: = Z{zeD} f(@)ppi({z}) = Z{meD} f(x) [Fi(z+) — Fi(x)]
Por lo tanto:
f[avb] fdpp = f[a7b] fdppe + f[a,b] fdpp: + f[a’b} fdppe

= (RS) [? fdF® + (RS) [’ fdF' + (RS) [’ fdF° = (RS) [’ fdF

17
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Propiedades de la integral de Lebesgue Stieltjes

Ejemplos de funciones Lebesgue-Stieltjes integrables que no son Riemann-Stieltjes inte-
grables, con respecto a una funcién no decreciente, hay muchos. Por ejemplo, toda funcién de
variacién acotada f : (R, ([a,b])) — R es medible ya que se puede expresar como la dife-
rencia de dos funciones no decrecientes, asi que, cualquiera que sea la funcién no decreciente
F', f es Lebesgue-Stieltjes integrable con respecto a F'. En cambio, para que f sea Riemann-
Stieltjes integrable con respecto a F' se requiere que f y F' no tengan discontinuidades en
comun del mismo lado. Otro ejemplo se obtiene si definimos f = I, donde B € B ([a, b]).
Una funcién de este tipo es Lebesgue-Stieltjes integrable con respecto a cualquier funcién
F no decreciente y su integral estd dada por iy (B). Por otra parte, si B es el conjunto de
nimeros racionales en el intervalo [a, b], entonces I no es Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a cualquier funcién no constante F' no decreciente y continua.

Por otra parte, si la funcién F' no es de variacién acotada, no genera una medida pp sobre
(R, B ([a, b])), asi que la integral de Lebesgue-Stieltjes, con respecto a F', de cualquier funcién
acotada f : [a,b] — R no estéd definida, pero f podria ser Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a F'. Tal es el caso si F' es una funcién continua que no es de variacién acotada y f
una funcién de variacién acotada.

Restringiéndonos a funciones F' que son de variacién acotada, se tienen algunos resultados in-
teresantes. Uno es una extension de uno de los ejemplos anteriores: Toda funcién de variacion
acotada f : [a,b] — R es Lebesgue-Stieltjes integrable con respecto a cualquier funcién de
variacién acotada F' : [a,b] — R.

Por otra parte, algunos de los resultados que obtuvimos para la integral de Riemann-Stieltjes
podemos ahora formularlos de una manera més general.

Nos vamos a restringir a considerar la integral de Lebesgue-Stieltjes de una funcién f con
respecto a una funcién no decreciente y continua por la derecha F' definida sobre el intervalo
[0, 00), €l cual, como ya lo mencionamos con anterioridad, también lo denotamos por R*. Sin
embargo, para evitar nuevos enunciados, si F': [0,00) — R es una funcién no decreciente, la
vamos a considerar extendida a todo R, definiendo F' (z) = F'(0) para cualquier x < 0. As{
que la medida pp generada por F la consideraremos definida sobre el espacio (R, Br (R))
definido al inicio de la seccién anterior.

Teorema 10. Sea F : [0,00) — R wuna funcién no decreciente continua por la derecha y
f R — R una funcion integrable con respecto a pp sobre cualquier conjunto boreliano
acotado, entonces la funcion H : [0,00) — R definida por:

H <t> = f[O,t] fd/JJF

es continua por la derecha.

Ademads, si F' es continua, entonces H es continua.
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Demostracion

Primero observemos que, como 5 ({0}) = 0, se tiene:
f[oﬂ Jdup = f(gjt] fdup

Sea u € [0,00) y (un),,cy Una sucesién decreciente de mimeros reales tal que limy, ..o u, = u.
Entonces:

L) | fI < 1Sy Um0 L(uua] | f| = 0. Asi que, por el teorema de la convergencia dominada:
Um0 [H (u) — H (u)| = im0 ‘f(u,un] fd:uF’

Por lo tanto, H es continua por la derecha en wu.

Si F' es continua, sea u € (0,00) y (un),cy Una sucesién creciente de mimeros reales positivos
tal que lim,,.. o u, = u. Entonces:

Ty [ fI < 1f] ¥y Mmoo Leu ) | f] = Tguy | f]- Ast que, por el teorema de la convergencia
dominada:

0o | H () = H ()] = Vi | [, Fipie]|

<N [y, 11 it = fy Ty 1] it = e ({u}) 1£] () = 0

Por lo tanto, H es continua por la izquierda en wu.

Sea ¢ : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacién acotada sobre cualquier
intervalo compacto y f : R — R una funcién acotada sobre los conjuntos acotados. Entonces,
si Fy :[0,00) — R, Fy:[0,00) = R, F| : [0,00) — Ry F, :[0,00) — R son funciones no
decrecientes continuas por la derecha tales que g = F} — Fy, = F| 1/ — FQ/, definamos:

G,=F +F,
Gy=F +F

Entonces, para cualquier intervalo (a, b], se tiene:

Mgy ((a7 b]) = Mgy <<a7 b])

Asique, pig, (B) = pig, (B) para cualquier conjunto acotado B € 9B (R) y, entonces, [, fdug, =
dite, -
fB f /’LGQ
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Por lo tanto:

Jp flpp, = [ fdup, = [5 fdpp — i fdpg

Definicién 7. Sea g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto. Si f : R — R es una funcion acotada sobre los conjuntos
acotados y B € B (R) es un conjunto acotado, definimos la integral de f con respecto a g,
sobre el conjunto B, de la siguiente manera:

fodg:fod:uFl _fod:qu

donde F : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R es cualquier par de funciones no decrecientes
continuas por la derecha tales que g = F; — F5.

Si a y b son dos niimeros reales tales que a < b, también denotaremos por fab fdg ala integral
f(a b fdg. De igual forma, si F' : [0,00) — R es una funcién no decreciente continua por la

derecha, también denotaremos por fab fdug, o por fab fdF, a la integral f(a y fdup y por
[ [AF ala integral [, fdup.

La integral [ 5 Jdg estd bien definida ya que, como lo mencionamos antes, si F’ " [0,00) = R
y FQI : [0,00) — R es otro par de funciones no decrecientes continuas por la derecha tales
que g = F| — F, entonces:

Jp flug, = [ fdup, = [5 fdpp — s fdpg

Por otra parte, la notacién [ » fdF para la integral | 5 fdup es consistente con la definicién
anterior ya que si g es no decreciente, entonces, de acuerdo con la definicién 7, se tiene:

fodg:fod”g

El siguiente resultado es inmediato:

Proposicién 2. Sea g : [0,00) — R una funcion continua por la derecha, de variacion
acotada sobre cualquier intervalo compacto, f : R — R y h: R — R dos funciones acotadas
sobre los conjuntos acotados, a,b € R y B € B (R) un conjunto acotado, entonces:

i (af +bh)dg = a [, fdg +b [, hdg

Proposicién 3. Sea g : [0,00) — R wna funcion continua por la derecha, de variacion
acotada sobre cualquier intervalo compacto, y h : R — R wuna funcion acotada sobre los
conjuntos acotados. Si (fy),cy €5 una sucesion de funciones medibles tales que |f,| < |h| y
f es una funcion medible tal que f = lim,,.., f, excepto a lo mds en un conjunto de medida
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cero, entonces f y f., para cualquier n € N, son funciones acotadas sobre los conjuntos
acotados, y se tiene:

fB fdg = im0 fB fndg

para cualquier conjunto acotado B € B (R).

Demostraciéon

Sean Fy : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R dos funciones no decrecientes continuas por la
derecha, tales que g = F} — F5.

Se tiene |f| < |h|, asi que, f y f,, para cualquier n € N, y cualquier conjunto acotado
B € B (R), se tiene:

Asi que f vy f,, para cualquier n € N, son funciones acotadas sobre los conjuntos acotados.

Ademis, por el teorema de la convergencia dominada, se tiene:
fB fdg = fB fd,uFl - fB deFg = limy,. 00 fB fndﬂFl — im0 fB fnd,qu

Teorema 11. Sea g : [0,00) — R una funcion continua por la derecha, de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto, y f : R — R una funcion acotada sobre los conjuntos
acotados, entonces la funcion G : [0,00) — R definida por:

G (t) = f[O,t} fdg

es continua por la derecha y de variaciéon acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Ademis, si g es continua, entonces GG es continua.

Demostraciéon

Sean Fy : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R dos funciones no decrecientes continuas por la
derecha, tales que g = F} — F5.

Sea t € (0,00) y P ={xg,21,...,2,} una particién del intervalo [0, ¢]. Entonces:
ZZ:l |G(xk) - G(xk—1)| = 22:1 ‘f(wkq,xd fd'uFl - ‘/’l(wk—lzxk] fd’uF2

S ZZ:l f(mk_17mk] |f| dll’Fl _I_ ZZ:I ‘[(xk—lyivk] |f| dILLFQ = f(()7t] |f| dIU“F1 _|_ J“(O’t} |f| d/’LFQ

Asi que:

Vala, b] = sup {Ve(P) : P es una particién de [a, b]} < f(O,t] \fldpp, + f(O,t] |fldpg, < oo



22
Por lo tanto, GG es de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Por otra parte, se tiene:

Jow fd9 = Jioy fdup, — [ fd1ir,

Ademads, si g es continua, podemos tomar F; y F5 continuas.

Asi que, por el teorema 10, GG es continua por la derecha y, si g es continua, G también lo es.

Si F':[0,00) — R es una funcién no decreciente continua por la derecha, la funcién F¢ :
[0,00) — R definida por:

Fi(t) = Zse[o,t] [F(s) = F (s=)]

es no decreciente y continua por la derecha.
Ademds, la funcién F¢ = F' — F?% es no decreciente y continua.

Asi que, si g : [0,00) — R es una funcién continua por la derecha, de variaciéon acotada sobre
cualquier intervalo compacto, entonces la fiuncién g¢ : [0, 00) — R definida por:

g (t) = Zse[o,t] [9(s) — g (s—)]

es continua por la derecha y de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto y la
funcién ¢¢ = g — g% es continua y de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Ademas, si F} : [0,00) — Ry Fy: [0,00) — R son dos funciones no decrecientes continuas
por la derecha tales que g = F; — F3, entonces:

9" =y - Ff
g-=1I7— Iy
Definicién 8. Sih : [0,00) — R es una funcion continua por la derecha, no decreciente o de

variacion acotada sobre cualquier intervalo compacto, las funciones h® y h¢ serdn llamadas
la parte discreta y la parte continua, respectivamente, de h.
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Proposicién 4. Sea g : [0,00) — R una funcion continua por la derecha, de variacion
acotada sobre cualquier intervalo compacto, y f : R — R una funcion acotada sobre los
conjuntos acotados, entonces la serie:

D seton S (8)[9(8) =g (s—)]

es absolutamente convergente para cualquier ¢ € [0, o).

Demostraciéon

Sean Fj : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R dos funciones no decrecientes continuas por la
derecha, tales que g = F} — F5.

Como f es integrable con respecto a p Fd Y con respecto a fipg sobre los conjuntos borelianos
acotados, las series:

> scton [ (OIFL () = Fy (s2)] = [y 1 f] dpupg
> cion [ () [F2 () = Fa(s2)] = [y | f] dppyg
son convergentes para cualquier t € [0, 00).
Ademis:
D seion [ (g (s) =g (s7) = Xsepon I () [F1 (s) = Fi (s—) = [F2 () — F2 (s—)]]

< D scion [ (OEFL(8) = Fy(s=)| + 2sepon [ (8) [F2 (s) = Fa (s—)| < o0

para cualquier t € [0, c0).

Teorema 12. Sea g : [0,00) — R una funcidn continua por la derecha, de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto, y f : R — R wuna funcion acotada sobre los conjuntos
acotados, entonces:

Jo fdg =[5 fdg® + X e £ (5)[9(s) — g (s—)]

para cualquier ¢ € [0, 00).

Demostracion

Sean Fj : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R dos funciones no decrecientes continuas por la
derecha, tales que g = F} — Fs.

Entonces:

[{ fdg = [ A, — J! SaF, = [} FaFg + [ farg — (f faFs + [} jar)
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= Jo FAFE = [y fAFS + [} fAF — [] fdFy

= [y fdge + [y fAFe — [y fdFg

= Jo Fdg°+ X ooy £ () [P (5) = Fi (s=)] = Lo £ (5) [Fa () = Fa (5-)]
= Jo Fdg° + X sy () {F (5) = Fa(s) = [Fi (s—) = F> (s—)]}

= Jo dg° + Xscion £ ()9 (5) = g (s-)]

Sean g : [0,00) — R una funcién continua por la derecha, de variacién acotada sobre cualquier
intervalo compacto, F; : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R dos funciones no decrecientes
continuas por la derecha, tales que g = F; — F5, f : R — R una funcién acotada sobre los
conjuntos acotados, y G : [0,00) — R definida por G (t) = fg fdg. Se tiene entonces:

G (1) = fy fdg = Jy fdpw, — [y Fdur, = g Frdps, — Jy £ dpr, — (fot frape, — Jy f_d'qu)
= Jo Frdu, + fy [y, — (Jo £ dug, + fy [ )
Definamos G [0,00) — Ry G2 : [0,00) — R de la siguiente manera:

Gy (t) = Jo frdpg, + Jo £~ dur,

Go (1) = fo dp, + Jo /Hdpr,

Entonces GG; y G5 son funciones no decrecientes continuas por la derecha y G = G7 — Gs.

Asi que, si B € B (R) es un conjunto acotado y h : R — R es una funcién acotada sobre los
conjuntos acotados, se tiene:

fB hdG = fB hd'uGl - fB hdl}’G2

Teorema 13. Sea g : [0,00) — R una funcidn continua por la derecha, de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto, f : R — R wuna funcion acotada sobre los conjuntos
acotados y G : [0,00) — R definida por G (t) = f(f fdg. Sih:R — R es una funcion acotada
sobre los conjuntos acotados, entonces:

[z hdG = [, hfdg

para cualquier conjunto acotado B € B (R).



Demostracion

Sean Fy : [0,00) — Ry Fy : [0,00) — R dos funciones no decrecientes continuas por la
derecha, tales que g = F} — F5.

Definamos G : [0,00) — R, Gy : [0,00) — R y las medidas v, v5, v] y v, , sobre B (R),
de la siguiente manera:

G (t) = f()t frdup, + fot [ dup,

t) = fgt f_d:U’Fl + f(f f+dﬂF2

Entonces G; y G5 son funciones no decrecientes continuas por la derecha y G = G7 — Gs.
Ademés:

[ hdG = [, hdug, — [ hdug, = [z hdvi + [ hdvy — [5hdvy — [, hdvy

= [phtdvi — [y h-dvi + [ htdvy — [y h-dvy — [ htdvy

+ [ph~dvy — [ htdvy + [, hdvg

— [yt frdpg, — [ b frdpg, + [ b dpg — [ h g — [y b fdpg,
+ g frdug, — [ph frdug, + [5 R frdug,

= [t frdup — [ghfdpp, — [gh frdug, + [ph™ fdpp, — [3h* frdug,
+ [g it frdug, + [ h frdpg, — [5h fdug,

= [ h* fdup, — [gh™ fdup, — [3 " fdup, + [5h™ fdug,

= Jphfdug, — [ghfdup, = [z hfdg

Férmula de integracién por partes

Teorema 14. Sean F' : [0,00) — R y G : [0,00) — R dos funciones no decrecientes
continuas por la derecha, entonces:



F ()G (t) = F(0)G(0) + fy FAG + [y GAF — 3 ¢4 [F () = F (s=)][G (s) = G (s-)]

para cualquier ¢ € [0, 00).

Demostraciéon

Sea 1 la medida producto iz X pi, definida sobre (R?, B (R?)), ¢t € (0,00) y C; = [0,t] x [0, t].
Entonces, aplicando el teorema de Fubini, se tiene:

[F(t) = F(0)] [G (t) = G(0)] = u(Ch)
=u({(u,v) eR*:0<u<v<t})+u{{(uv,v) eR*:0<v<u<t})
= fos (fw F(u )) dG (v) + [ (f()u] dG (v )) dF (u)
= Joou [F' (v=) = F(0)]dG (v) + [, 1[G (u) = G (0)] dF (u)
= Joy ' (v=)dG (v) = F(0) [G (t) = G (0)] + Jig4 G (u) dF (u) = G (0) [F (t) — F (0)]
Asf que:
F()G(t)=F(0)G(0)+ [ F(v—)dG (v) + [3 G (u)dF (u)
= F(0)G(0) + fy F (v)dG (v) + [y G (u) dF (u) = [§ [F (v) = F (v=)] dG (v)
= F(0)G(0) + [y FAG + [; GAF = 3 o4 [F (v) = F (v=)][G (v) = G (v—)]

Teorema 15. Sean g : [0,00) — R y h: [0,00) — R dos funciones continua por la derecha,
de variacion acotada sobre cualquier intervalo compacto, entonces:

g(t)h(t) =g (0)h(0) + [g gdh+ [) hdg = oy [9(s) — g (s=)] [ (5) = h(s—)]
para cualquier ¢ € [0, 00).
Demostracién

Sean F : [0,00) — R, F5 : [0,00) — R, G : [0,00) — Ry Gy : [0,00) — R funciones no
decrecientes continuas por la derecha, tales que g = Fy — F» y h = G; — (5. Entonces, para
cualesquiera s,t € [0,00), se tiene:

[y gdh = [} gdGy — [} gdGsy = [, F1dGy — [} F5dGy — [} FidGa + [} FodG

[y hdg = [ hdFy — [ hdFy = [} GidFy — [} GodFy — [} GidFy + [ GodFy

g (s) =g (s=)I[h(5) = h(s=)]
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= [F1(s) = Fa(s) = Fi(s—) + F2 (s—)][G1 (5) — G2 (s) — G1(s—) + G2 (s—)]

= [F1(s) = Fi(s=)][G1(s) = G1(s=)] + [F2 (s) = F2 (5—)] [Ga (s) — G2 (5—)]
—[F1(s) = F1(s=)] [G2 (s) = G2 (s=)] = [F2 (s) — F2 (s—)] [G1 (s) = G (s—)]

Ast que:

g (@) h(t) = [F1(t) = F2 ()] |G () — G2 (t)]

= Fi (1) Gy (t) + F2 (1) G2 (1) — F1 (1) G2 (1) — F> (1) G (1)

= F1(0)G1(0) + fy FidGy + [y GhdFy = 3 o [Fi (5) = Fi (s)] [Gi (5) = Gi (s—)]
+15 (0) Gy (0) + fy FodGa + [y GadFy = 3 ¢ [Fa (s) = Fa (s2)] [Ga (5) — Ga (5]
—F1(0) G (0) = [y FidGa — [y GadFy + 3 o [Fi (5) = Fi (5)] [Ga (5) = Ga (s—)]
—F5(0)G1 (0) = [y FadGy = [y GhdFy + 30 [Fa (5) = Fa (s=)] [Gh () = Gh (s—)]

= g(0)h(0) + fy gdh + fy hdg =Yoo l9 (s) = g (s=)] [l (s) = h (s-)]

Férmula de cambio de variable

Teorema 16. Sea g : [0,00) — R una funcion continua por la derecha, de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto, y F : R — R una funcién de clase C* , entonces F o g
es de variacion acotada sobre cualquier intervalo compacto y:

F(g (1)) = Fg(0)) + Jy F'(9(5))dg* (s) + Xep [Fg () = Flg (s—))]

para cualquier ¢t € [0, 00).

Demostraciéon

Para cualquier ¢ € [0, 00) ,se tiene:
() =g(0)+ [ydg(s) = g(0) + [y dg° (s) + X eoq [9 () — g (s—)]
Supongamos que:
9" (t) = g (0) + & [5 "1 (s) dg® (s) + 3 sco (97 () — gF (5—)]

para cualquier ¢t € [0,00), donde k € N.

Entonces, utilizando la férmula de integracién por partes:
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gL () = g (0) + [y gFdg + [y 9dgF — 3 econ [9F (5) = g (s=)] g (s) — g (s—)]

= ¢"1(0) + [y 6"dg° + X ey 9" () [ () — g (s—))]

+k [y 08 gt + Y09 (3) [08 () = g* (5=)] = Sacon [97 () = ¢" (s=)] [9.(s) — g (s—)]
= "L (0) + fy ghdge + k [y " gt + Yo 9" ()9 () — g (s-)]

+ 2o 195 () = g (s=)] g (s—)

= ")+ (k+1) [y "dg® + Yoo 0" ()9 () — g ()]

Yo [9(5) = 9 ()] [ 45 o7 () 67179 ()] 9 ()

= g"1(0) + (k+1) [ g*dg°

+ Yeio [905) = 9 () {g" (5) + [ 4 97 ()91 ()] 9 () }

= g"1(0) + (k +1) [y g*dg°

+ Yeon 19.05) = 9 (5=)] [0 () + L4 97 ()97 (5-)]

= g"1(0) + (k+1) fy g°dg°

+ e [9.(5) = 9 (=) Ty 97 () 8 (5-)

= g"(0) + (k+ 1) [y g°dg® + oy [67 (5) — 6571 (5-)]

para cualquier ¢ € [0, 00).

Asf que, por el principio de induccién matemética:

g (t) = g" (0) +n fy g () dge () + ey 97 () — 9" (s—)]

para cualquier n € N y cualquier ¢ € [0, 00).

Sea p : R — R un polinomio dado por p(z) = Y__, axz", donde n € N. Entonces, por la
linealidad de la integral:

plg(t) = > h—g arg” (t)
= a0+ Yy Gk {9’“ (0) +k fy 6571 (s) dg® (5) + X eion 19" () — g (5-)] }

= > ko ag" (£)
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= ao + Yy arg” (0) + 300, fot kag" " (s)dg® (s) + 324, Zse[o,t] [akgk (s) — arg" (S_)]

= (g (0) + Jy /(g ())dg" () + X sc0,9 [P(9 () = plg (s=))]

Sea M = sup {méx (|g (s)|,|g (s—)|) : s € [0,t]}, tomemos ¢ > M y definamos las funciones
Gi:R—=R,Gy:R—RyG:R— R de la siguiente manera:

Gi(s) = |ty 4 WAL CA2EEM (5 4 A7) (s + )

Ga(s) = [(E4fh + SMEABAE00 (5= 21)] (5 — o)’
Gi(z) siz € |—¢,—M)

F(z) size|-M,M]|

Go(z) siz e (M,

0 en otro caso

G(z) =

Entonces:

Gi(—0)=0,G (-M)=F(-M), G (=) =0,G, (-M) = F'(—M)
Ga(c)=0,Gy (M) =F (M), Gy(c)=0,Gy (M) =F (M)
G(x)=F(z)y G'(z) = F'(x) para cualquier x € [-M, M]

Ademds, G es de clase C' y nula fuera del intervalo (—c,c), asi que existe una sucesién
(Pn)pen de polinomios p, : R — R tales que (p,),cn ¥ (P),),en cOnvergen uniformente a G'y
G’, respectivamente, en el intervalo (—c, ¢).

Para cada n € N, se tiene:

P9 (1)) = palg (0)) + 5 2,(9 (5))dg (5) + Xeiog P9 (5)) = palg (s—)]

En particular, p, o g es de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Restringidas al intervalo [—M, M|, p/, o g esta acotada para cualquier n € N. Sea entonces
C € R tal que |p, o g| < C para cualquier n € N.

Si Fy :[0,00) = Ry Fy:[0,00) — R son dos funciones no decrecientes continuas tales que
g° = Iy — F5, entonces jup, y iy, restringidas al intervalo [0, ] son medidas finitas, asi que,
para cualquier n € N, p; o g es integrable con respecto a fip, y fiy,. Por lo tanto, aplicando
el teorema de la convergencia dominada:

lim, oo [y 2,(9(5))dg” (s) = [y F'(9(5))dg" (s)

Para cada n € N, sean Fl(") :[0,00) = Ry FQ(") : [0,00) — R dos funciones no decrecientes
continuas por la derecha tales que p, o g = Fl(”) — FQ(").
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Las series ) 0.4 [Fl(n) (s) — F™ (s—)} Y Do [Fén) (s) — F{™ (s=)| son absolutamente
convergentes ya que sus términos son no negativos y:

Seeon [F () = F” (s=)] < B (1) = F (0)

Sacon |[FV (5) — B (s)] < BV () - FP (0)

Asi que la serie:

S0 [Pn(9 (5) = pulg (5=)) = Coeio { [F () = A" (s=)| = [F" (5) = FP (5=)] } s

absolutamente convergente ya que:
[F () = B ()] = [F () = B (5]
< B () = B (s2)| -+ [F7 () = B (5-)]

También la serie } ]9 (s) — g (s—)| es convergente ya que si Fl(o) :[0,00) = Ry FQ(O) ;
[0,00) — R son dos funciones no decrecientes continuas por la derecha tales que g = F; — F5,
entonces:

2o 19(8) =9 (52) = 2o [F1 (8) = Fr(s=) = [F2 (s) = F2 (s )]
< 2seion [F1(8) = Fr (s=) [+ 2o [F2 (8) = Fo (=) < Fu () = F1 (0) + F3 (1) = F2 (0) < o0

Ademads, como, para cualquier n € N, p,, y F' son funciones continuas en el intervalo [—c, ¢|
y derivables con derivada continua en el intervalo (—c,c), para cualquier s € [0,t] tal que

g (s—) # g (s), se tiene:
(s~ F) (9(5)) — (pu — F) (9 (s=) = (0, — ) (60°) [g () — g ()

donde €[ € (min (g (s), g (s-)) , max (g (s), g (s-)))-

Por lo tanto:

Sacioq [ = F)(9(5)) = (o = F) (9 (5-)]| = [Socion 0 = F) (€7) lg (5) = g ()]

v, = F') (€) ] 19 (5) = g (s

Como la sucesion (p;, — F”), o converge uniformemente a cero, dada € > 0 existe N € N tal
que:

<D ey

/o F/ T < 1 9
|(pr, = F7) (@) > o9 =g(s-)]
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para cualquier z € (—¢,¢) y n > N, asi que:

ZsE[O,t]

v, — F) (£0)

9(s)) —g(s—)| <e
para cualquier n > N.

Por lo tanto:

0,00 > 2 cpo [(n = F) (9 (5)) = (pn = F) (9 (s=))] = 0

Asi que, tomando limites cuando n ~» oo en la expresion:

P9 (1)) = pulg (0)) + [y P9 (5))dg” (5) + Xyeio g [Pal9 (5) = pulg (s—)]

se obtiene:

Fg (1)) = Fg(0)) + Jy F'(9(5))dg” (s) + Lyeiog [Fg () = Flg (s-))]

para cualquier ¢t € [0, 00).



